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KAPITEL 5

Transformationen
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5. Transformationen

Mathematische Grundlagen: Transformationen

Punkte:

* Punkte (bzw. Vertices) in der Ebene werden durch ihre x- und y-Koordinaten
festgelegt.

« Im dreidimensionalen Raum entsprechend durch ihre x-, y- und z-Koordinaten

« Wir schreiben Punkte als Spaltenvektoren auf:

n [X] bzw. ﬁ: y
Z
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5. Transformationen

Anordnung der Ob'!ekte im Raum

RN

ransformation des
Objektes ins
Weltkoordinaten-
system

Modellierung des
Objektes im lokalen
Koordinatensystem

(Modellierungs-
koordinatensystem
oder korpereigenes
Koordinatensystem)
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5. Transformationen

Anordnung der Objekte im Raum I
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5. Transformationen

Affine Transformationen

* Die hier verwendeten Transformationen
* Translation (Verschiebung)
* Rotation (Drehung)
* Skalierung (GrolRenanderung)

« ... werden auch affine Transformationen genannt

Affin: <

* Was parallel ist, bleibt parallel
* Das Verhaltnis von Lange, Flache und Volumen bleibt konstant
Lasst sich aus dem konstanten Teilverhaltnis ableiten.
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5. Transformationen

Beiseiel far eine Translation

Erinnerung: Es werden nur die Eckpunkte der
Ceometrie bewegt!

Mathematisch ist dies eine Addition eines
Translationsvektors £ zum urspriinglichen Punkt

0.7 S
p:
Translation um den D =i+ B
/o Vektor (0.5, 0.7, O P P
. X
05 ” * Beispielhaft fur die Ecke oben rechts an den

neutrales Element der

Translation

Koordinaten (0.3, 0.1, O)t:

03] [0.8]
01| =|08|=p’
0 0

22.04.2026 Hergenrother, Frommer, Meyer
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5. Transformationen

BeisEieI fir eine Skalierung

* Es gilt fir jeden Punkt p bei einer Skalierung
y um s, entlang der X-, s, entlang der Y- und s,
4 entlang der Z-Achse:

Yy

1 r_ I
Px = Sx *Px , Py = Sy * Dy und p; =S, *p,

0.7

Skalierung um 2 um die Y-Achse
* Diese Cleichungen lassen sich durch eine

Matrixmultiplikation zusammenfassen!

v

0.5

> py — 0 Sy 0

-palc_ -Sx 0 O] Px
pzl 10 0 s

Achtung! Rethenfolge der Multiplikeation beachten!
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5. Transformationen

BeisEieI fir eine Skalierung 1l

 Beispielhaft fur die Koordinaten (0.3, 0.1, O)t:

A -Sx O O - px
sxp=|0 s, Of x [py]
0 0 S, Pz

0 0] [03] [03] .
=® 2 o] =*|o1|=]02|=7p
0 0 0 0

neutrales Element der
Skalierung!

Skalierung um 2 um die Y-Achse

22.04.2026
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5. Transformationen

BeisEieI fir eine Skalierung 1l

* Erneut fir die obere rechte Ecke, jetzt bei (0.6, 0.4, O)!

Y Skalierung um 2 um die Y-Achse 1 0 0 0.6 0.6
§*ﬁ=[0 2 o] *[0.4]=[0.8]= p'
0 0

0 0 1

* Beobachtung: Das Objekt wird nicht nurin Y-
Richtung skaliert, sondern verandert auch die
Position

X - der Abstand zum Nullpunkt wird mit skaliert!

v

0.6
* Daher gilt: Die Skalierung ist nur gegentber dem
Nullpunkt invariant!

22.04.2026
Seite 10

Hochschule Darmstadt



5. Transformationen

Beispiel fur eine Skalierung Il

Geometrie nach der
Original Geometrie Transformation ?

Wie sieht die Geometrie nach der Skalierung mit diesen Faktoren aus?

x=3,y=03undz=1

22.04.2026 Hergenrother, Frommer, Meyer Visual Computing
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5. Transformationen

Beispiel fur eine Skalierung Il

Geometrie nach der
Original Geometrie Transformation ?

Wie sieht die Geometrie nach der Skalierung mit diesen Faktoren aus?

Xx=3,y=1undz=1
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5. Transformationen

BeisEieI far eine Rotation

* Auch die Rotation kann als Matrixmultiplikation
y der einzelnen Eckpunkte formuliert werden

 Rotation um die Z-Achse um den Winkel a

0.7
Rotation um 90° um die Z-Achse cos(a) —sin(a) O
7*p = |sin(a) cos(a) 0 = P
0 0

X« Beispielhaft fur die Koordinaten (0.3, 0.1, O)t und
90°:

eeele ol

Visual Computing

0.5
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5. Transformationen

Herleitung der Rotationsmatrix (in 2D)

Nicht das Objekt wird rotiert, sondern das Koordinatensystem:

Bei einer Rotation um den Winkel a werden die
Einheitsvektoren e, und e, des kartesischen

3 Koordinatensystems auf die Basisvektoren €', und €', des
RO . affinen Koordinatensystems abgebildet:
CO‘.‘S."('a.) -t
e 3 ..::.: Sin(O(,) e:)lc — TR k ex
o X
s €,

(50) = (5 ) ()
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5. Transformationen

Herleitung der Rotationsmatrix (in 2D)

Nicht das Objekt wird rotiert, sondern das Koordinatensystem:

Bei einer Rotation um den Winkel a werden die

Einheitsvektoren e, und e, des kartesischen
‘\_ _ Koordinatensystems auf die Basisvektoren €', und €', des
w . affinen Koordinatensystems abgebildet:

r o __
ey, =Tg * e,

cos(Q) 1

| —sin(Q) cos(a) —sin(Q)
N ()~ (@ e )

22.04.2026

Hergenrother, Frommer, Meyer
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5. Transformationen

Beispiel in 2D

Welche Transformation wird gesucht?

?

Ohne Beschriftung der Eckpunkte gibt es mehrere Losungen!
Welche?

23.04.2024 Hergenrother, Frommer, Meyer Visual Computing
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5. Transformationen

Beispiel in 2D

3
Skalierung . An der Y-Achse
g gespiegelt
— cr
) 1 2 3
Rotation um 90° gedreht
, , \ I I [ >
) 1 2 3
23.04.2024 Hergenrother, Frommer, Meyer Visual Computing
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5. Transformationen

Komelexe Transformationen

* Welche Transformationen sind notwendig um das Rechteck, wie vorgegeben, zu
drehen?

v

05

3. Ricktransformation in 2. Rotation um die 1. Transformation in
die Originalposition Z-Achse den Ursprung
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5. Transformationen

Reihenfolge der Transformationen I

Beispiel: Drehen eines Quadrats um 60°

« Transformationen werden in umgekehrter Reihenfolge angegeben:

Matrix4f m = new Matrix4f () // neue Mattix anlegen
Rethenfoloe tn der, die 4 m.translate( 0.5, 0.7, 0.); // Rucktransformation
Transformationen aufoas | m.rotate( 60., 0., 0., 1.); // Rotation

uadrat angewendet werden: | m. translate( -0.5, -0.7, 0.); // In den Ursprung

I 1. OpenGL Programm Q I 1. OpenGL Programm g I 1. OpenGL Programm g I 1. OpenGL Programm g
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5. Transformationen

Reihenfolge der Transformationen V

Beispiel: Drehen eines Quadrats um 60°

« Transformationen werden in umgekehrter Reihenfolge angegeben:

Rﬁihew{ol,’ge b der, d:“e Matrix4f m = new Matrix4f(); // neue Mattix anlegen
Traws{ormajcuowewaufdbe m.translate( 0.5, 0.7, 0.); // Rucktransformation
akkumullerte Matix M|y rotate( 60., 0., 0., 1.); // Rotation
multipliziert werden: m.translate( -0.5, -0.7, 0.); // In den Ursprung

— Ak Ak
M=M_, " Mg M;1
I 1. OpenGL Programm Q. |3 I 1. OpenGL Programm Ils I 1. OpenGL Programm Q. |3 I 1. OpenGL Programm g. 3

22.04.2026 Hergenrother, Frémmer, Meyer Visual Computing
Seite 20 Sommersemester 2026

Hochschule Darmstadt



5. Transformationen

Komelexe Transformationen

* Welche Transformationen sind notwendig um das Rechteck, wie vorgegeben, zu drehen?
* Im Praktikumsframework finden sie die Funktion Transform: : rotateAroundPoint, die

diese komplexe Transformation durchfihrt.

void Transform::rotateAroundPoint (
const glm::vec3 point,
const glm::quat &deltaRot)

deltaRot {
glm: :matd4x4 mm = getMatrix();
mm = glm::translate (point) *mm;
mm = glm::toMat4 (deltaRot) *mm;
mm = glm::translate(-point) *mm;
setMatrix (mm) ;
: > X }
0.5 g Aus: OpenGLPraktikum\src\Framework\SceneElements\Transform.cpp

G

3. Ricktransformation 2. Rotationum 1. Transformation OpenGL Mathematics (GLM)
in d i e Orig i na I position d i e Z—Ach Se in den U rspru ng GLM is a C++ mathematics library for graphics software based on the OpenGL Shading Language (GLSL) specification
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5. Transformationen

Zusammenfassung bis hier hin..

* Die Drehung und Skalierung erfolgt immer relativ zum Ursprung.

* Drehen/Skalieren mit Referenzpunkt ist ein dreistufiger Algorithmus:
* Verschieben des Referenzpunktes zum Ursprung
* Transformation anwenden

* Verschieben des Referenzpunktes zurlck in die urspringliche Position

» Verkettung von Transformationen notwendig......
 aber die Anwendung einer Transformation nach der anderen auf jeden Eckpunkt
dauert lange und fihrt zu Rundungsfehlern

* Besseres Konzept: Transformationen zusammenfassen und auf die urspringlichen
Eckpunkte anwenden = akkumulierte Transformationsmatrix

22.04.2026 Hergenrother, Frémmer, Meyer Visual Computing
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5. Transformationen

Reihenfolge der Transformationen Il

Warum werden die Transformationen in umgekehrter Reihenfolge angegeben?

* Matrixmultiplikationen sind nicht kommutativ (d.h. sie sind nicht in ihrer Reihenfolge
vertauschbar)
* Beispiel: a) liefert nicht dasselbe Ergebnis, wie b)

a) 3] 100 2][0 10 0][1]
2| |0 10 3/|-10 0 0f|2
3] lo 0o 10/|0 01 0||3
1] |0 0 0 1/]|0 0 0 1]|1]

—

b) [57 [0 10 0][1 0 0 2][1]
3/ |-1 00 0|0 10 3||2
3/ /o 01 0/|loo 1 0|3
1] o 00 1|0 0 0 1]]|1]
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5. Transformationen

Reihenfolge der Transformationen

Matrix4f m = new Matrix4f () ; Matrix4f m = new Matrix4f () ;
m. translate(2, 0, 0); //T2 m.rotate (30, 0, 0, 1); //T2
m.rotate (30, 0, 0, 1); //T1 m. translate(2, 0, 0); //T1
Y TR
24 T*R*p >4 R*T*p

T1: Rotation \T2: Rotation

Xz
T2: Translation T1: Translation

"Dle Geometrie wandert viickwiirts durch das
Programm uno sammelt die Transformationen ein
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5. Transformationen

Reihenfolge der Transformationen IV

Warum werden die Transformationen in umgekehrter Reihenfolge angegeben?

* Matrixmultiplikationen sind nicht kommutativ (d.h. sie sind nicht in ihrer Reihenfolge
vertauschbar)

* Aquivalente Berechnungen von P*:

0

P'=M,-(M,-P) < P'=(M,-M,)-P

P'=M,-P" P'=M-P

0

Intuitive Vorgehensweise wenn man Vorgehensweise von OpenGL:
,von Hand" transformiert: Erstellen einer akkumulierten
P wird zunachst mit M, und dann wird Matrix (M, wird mit M,

der Ergebnisvektor mit M, multipliziert multipliziert).

22.04.2026
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5. Transformationen

Homogene Koordinaten

Problem:
Translation = Vektoraddition
Skalierung & Rotation = Matrixmultiplikation

Da es sinnvoll ist die verschiedenen Transformationen miteinander zu einer
akkumulierten Matrix zu ,verrechnen” und dann auf alle Eckpunkte anzuwenden
(siehe OpenGL), muss es eine Moglichkeit geben, den Additivanteil (Translation)
und den Multiplikativanteil (Rotation, Skalierung) miteinander zu verknipfen.

22.04.2026 Visual Computing
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5. Transformationen

Homogene Koordinaten

Problem:

 Rotation und Skalierung konnen durch Matrixmultiplikation ausgedruckt
werden

 Zur Erstellung der akkumulierten Matrix benotigen wir eine entsprechende
Darstellung der Translation (also einer Vektoraddition)

« Wie musste eine solche Matrix aussehen, sodass gilt:

p:,r [ Pz Pz + 1
p, | =17 77 Py, | =1 py+t,
pfz [ Pz P+ 1

« Eine solche 3x3 Matrix existiert leider nicht.
« Losung: Homogene Koordinaten

22.04.2026 Visual Computing
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5. Transformationen

Homogene Koordinaten li

« Mathematischer Trick: Hinzufigen einer 4. Koordinate!

iy (=)
U

REs | vy | - cP3 .

=)\

« Homogenisierung (zurtick in den euklidischen Raum)

(] (o
. | = yyw | .vw+#o
SO

e Teilen durch die 4. Koordinate

22.04.2026 Visual Computing
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5. Transformationen

Homogene Koordinaten in 2D

+ Die Vektoren x’, ¥’ und £ werden zu einer Matrix T (Transformationsmatrix)
zusammengefasst

/p'l\ /Xl

1 1 1 y l t \ /p \
(p 1) _ [Xl ylj(pl)+(tlj — pl —| x I yll .tl . pl
0,) % v ) \p,) (L, i S s

1) {0 0 1)1,

N/

Homogene Koordinaten

22.04.2026
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5. Transformationen

Homogene Koordinaten in 2D

+ Die Vektoren x’, ¥’ und £ werden zu einer Matrix T (Transformationsmatrix)
zusammengefasst

Multiplikativer Teil

/pll\ /Xll Y. tl\ (pl\ /pll\ (X1|’p1 +4y1"p2 1 1) Additiver Teill
PL =1 X" Vo' G| [Py| < | P2 =X P+ YoP, vl
(1) (o o 1j{1) (1) Lo =0 =1,

N o/

Homogene Koordinaten

22.04.2026
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5. Transformationen

Ubersicht aller Transformationen (in 4D)

* Rotation: » Skalierung:
1 0 0 0 s, 0 0 O
0 cos(a) —sin(a) O 0 s, 0 O
R — = y
() 0 sin(a) cos(a) O S(5:85,) 0 0 s, O
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(a) O sin(a) 0
_ 0 1 0 0 * Translation:
R,(a) = —sin(a) 0 cos(a) 0 |’
0 0 0 1 1 0 0 ¢,
0 1 0 ¢
cos(a) —-sin(a) 0 0 T(tytyt,) = 0 0 1 ty
R.(a) = sin(a) cos(a) 0 O 0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

22.04.2026
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5. Transformationen

Homogene Koordinaten in 2D

+ Die Vektoren x’, ¥’ und £ werden zu einer Matrix T (Transformationsmatrix)

zusammengefasst
Multiplikativer Teil
/pll\ (Xll y1l t1\ (pl\ /pll\ (X1I°p1 +.|yll'p2 i tl'l\
p'2 — XZ' y2' t2 . p2 < pl2 = X2'-p1 + y2l'p2 + t2 -1
+ +
(1) (o o 1j{1) (1) Lo =0 =1,
Nutzt man den multiplikativen und gleichzeitig
den additiven Teil der Matrix, wird zuerst die
multiplikative Transformation und danach die
Additive Transformation ausgefihrt.

Additiver Teil

Homogene Koordinaten

Visual Computing
Sommersemester 2026
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5. Transformationen

Implementierung des Szenegraphen

* In welcher Reihenfolge mussen die
Transformationen des Szenegraphen
bertcksichtigt werden?

* Die Transformationen werden in der
Reihenfolge, wie in der Abbildung links
dargestellt, auf die jeweilige Geometrie
angewendet.

» Die Kind-Objekte erben die Transformationen
ihrer Eltern: T, wirkt also auf alle
darunterliegende Zweige des Szenengraphen

und zwar immer als letzte Transformation.
Angewendete Transformationen:

T, *Ty* Tg* P

22.04.2026 Hergenrother, Frommer, Meyer Visual Computing
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5. Transformationen

SzenegraEh - Beiseiel

Aufgabe: Miniatursonnensystem

* Sonne rotiert um ihre Y-Achse.

* Wahrend sie rotiert, pumpt sie sich auf und fallt wieder zusammen.

 Die Erde rotiert in einiger Entfernung mit gleicher Winkel-geschwindigkeit (d.h.
Uberstrichener Winkel pro Zeiteinheit ist gleich) um die Y-Achse der Sonne.

* Zusatzlich rotiert die Erde um ihre eigene Y-Achse.

* Erde und Sonne sind eckig ;-)

Y
Sonne pumpt! 1
~

»

~X

Rotationsrichtung der Sonne <

Koordinatensystem der Sonne == Weltkoordinatensystem

22.04.2026 Hergenrother, Frémmer, Meyer Visual Computing
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5. Transformationen

SzenegraEh - Beiseiel

y y
Sonne pumpt! 1
~a

»

Rotationsrichtung der Sonne <

et

Koordinatensystem der Sonne == Weltkoordinatensystem

* Sonne und Erde rotieren mit gleicher Winkelgeschwindigkeit um die Y-Achse der Sonne
* Aber nur die Sonne pumpt sich auf und fallt zusammen

\\\\ Rotation um die Y-Achse der Sonne

Hier hangt die Erde dran

Sallers §\

22.04.2026 Hergenrother, Frémmer, Meyer Visual Computing
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5. Transformationen

SzenegraEh - Beiseiel

y‘ y

»

Sonne pumpt!
~Na

Rotationsrichtung der Sonne <

et

Koordinatensystem der Sonne == Weltkoordinatensystem

* Erde rotiert zusatzlich um ihre eigne Y-Achse

\\\\ Rotation um die Y-Achse der Sonne

\\\\ Translation
\\\\ Rotation um die

Skalierung \\
(Pumpen) \\
\ Y-Achse der Erde

Sonne . i’ Erde

22.04.2026 Hergenrother, Frémmer, Meyer Visual Computing
Seite 36 Sommersemester 2026

Hochschule Darmstadt



5. Transformationen

Szenegraeh - Beiseielimelementierung

Pseudocode:
Matrix4f Tl = new Matrix4df (), // neue Matrix Tl anlegen
Tl.rotate( alpha, 0.0, 1.0, 0.0); // Rotation mit Winkel alpha um den Vektor (0,1,0)°
Matrix4f T2 = new Matrix4df (), // neue Matrix T2 anlegen
T2.scale( s, s, s); // gleichmaBRige Skalierung um Faktor s
Matrix4f T3 = new Matrix4df (), // neue Matrix T3 anlegen
T3.translate(pl, p2, p3); // Translation relativ zur Sonne, Position (p;, P,, P3)
T3.rotate( beta, 0.0, 1.0, 0.0); // Rotation mit Winkel beta um den Vektor (0,1,0)°
f T1 \\\\ Rotation um die Y-Achse der Sonne Akkumulierte Matrix fw

logische | Rethenfolge

Skali T \\\\ Translation die Evde: M, = T1* T3;
alierung TZ\\\\ 3

\\\ Rotation um die

Y-Achse der Erde

Sonne . .’ Erde

Hergenréther, Frommer, Meyer Visual Computing
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5. Transformationen

Auszug aus void Scene::render (float dt)in Scene.cpp

// Zunidchst werden die Matrizen T1l, T2 und T3 mit den passenden Werten befiillt
Tl = new Transform; // Erzeugt Einheitsmatrix
Tl->rotate(glm::vec3(0, 0.2 * dt, 0)); // Rotation im die Y-Achse.

// Der Winkel erhoht sich mit durch dt

T2 = new Transform; // Erzeugt Einheitsmatrix
T2->scale (glm: :vec3 (scaling*dt, scaling*dt, scaling*dt)); // dt Zndert Skalierung

T3 = new Transform; // Erzeugt Einheitsmatrix
T3->translate (glm::vec3(0.8f, 0, 0)); // einmalige Translation der Erde
T3->rotate (glm::vec3(0, 0.4£*dt, 0));

4 T,

logische | Rethenfolge

\\\\ Rotation um die Y-Achse der Sonne

\\\\ Translation

Skali
(Pumpen) TZ\\\\ T  Rotation um die
\. Y-Achse der Erde

Sonne . .’ Erde
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5. Transformationen

Codeauszug aus Scene. cpp

//Laden der Shader in: bool Scene::init ()

m_assets.addShaderProgram("shader" , AssetManager: :createShaderProgram(,..vertex.glsl",
.../ fragment.glsl")) ;

m shader = m_assets.getShaderProgram("shader") ;

m_shader->use() ;

// In: void Scene: :render (float dt)

// Implementierung des linken Szenengraphzweigs - Sonne: T1*T2

m_shader->setUniform("mm", Tl->getTransformMatrix() * T2->getTransformMatrix(), false);

// Implementierung des linken Szenengraphzweigs — Erde : T1*T3

m_shader->setUniform("mm", Tl->getTransformMatrix() * T3->getTransformMatrix(), false),

t T,

logische | Rethenfolge

\\\\ Rotation um die Y-Achse der Sonne Das Akkumulieren der Matrizen

N geschieht durch die uniform-
\\\\ Translation Parameter — stehe Kapitel, &

\\\\ Rotation um die die Brde: M, = T1* T3;

' AN Y-Achse der Erde
Sonne .’ Erde die Sonne: Mg

Skalierung T
(Pumpen) TZ\\\\ 3

Tl* T2;
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